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Стручни рад

Основни показатељи 
нормалности расподеле

Резиме: Статистика игра важну улогу при описивању резултата у различитим ис-
траживањима. Основна улога статистичког закључивања је да омогући да се на основу 
одређених квантитативних карактеристика узорка изводе уопштења која важе за чи-
таву популацију. У ту сврху користе се различите статистичке процедуре, међу којима 
су врло честе оне којима је нулта хипотеза нормалност расподеле. Овај рад пружа увид у 
статистичке технике које се најчешће користе у истраживањима педагошког карактера, 
а које истраживачу служе као путокази при потврђивању или одбацивању нулте хипотезе 
о нормалности расподеле обележја популације на основу простог случајног узорка. Реч је о 
општепознатим дескриптивним методама које омогућавају истраживачу да статистич-
ки потврди нормалност обележја читаве популације. Први део рада описује најчешће ко-
ришћене визуелне методе: хистограм, QQ график и дијаграм распршености, указујући на 
њихове предности, недостатке, али и међусобни однос и допунску улогу при закључивању. 
Осим тога, описани су и статистички тестови: хи-квадрат, Шапиро–Вилков и Андер-
сон–Дарлингов тест, чија примена доприноси откривању суштине која није могућа само 
применом визуелних метода. Коректност статистичког закључивања увек је условљена 
адекватном применом изабраних метода и техника. Циљ овог рада је приказ примене ста-
тистичких метода при потврђивању нормалности расподеле обележја емпиријских ис-
траживања педагошког карактера.

Кључне речи: статистика, анализа, нормална расподела, визуелне методе, тестoви 
нормалности.
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Увод

Примена статистике се огледа у извођењу 
уопштења за читаву популацију на основу поје-
диначних квантитативних карактеристика узор-
ка. Притом се полази од непосредног описивања 
узорка да би се дошло до откривања практичних 
и теоријски поузданих законитости које важе за 
читаву популацију. Тако се врши статистичко за-
кључивање на основу података. Статистика је алат 
који пружа истраживачу објашњења у реалним 
ситуацијама при раду са различитим узорцима. 

Статистичке методе су садржане у ве-
ликом броју софтверских пакета као што су R, 
STATA, SPSS. Оне омогућавају и олакшавају при-
мену статистике у различитим ситуацијама. По-
стоје и софтверски пакети који немају примарну 
улогу у статистичком истраживању, али садрже 
уграђене многобројне статистичке програме као 
што су Excel, MatLab. У овом раду статистичка 
обрада је извршена у статистичком софтверу R.

У наставку су дати неки статистички те-
стови чија је нулта претпоставка/хипотеза да 
се узорак сматра коректним делом популације 
са нормалном расподелом. При томе, сматрамо 
да је узорак адекватно одабран и да адекватно 
одражава читаву популацију за коју треба доне-
ти одређене закључке.

Нормална расподела или дистрибуција се 
обележава са N (μ, σ2), а њена функција расподе-
ле Φ je облика:

Параметар µ∈R се сматра параметром ло-
кације, док параметар σ>0 представља параме-
тар облика, а по својој дефиницији – стандардно 
одступање. Уколико важи да је µ=0 и σ=1, нор-
мална расподела носи назив стандардна нормал-
на расподела. Подинтегрална функција се зове 
још и функција густине расподеле или нормал-
на крива.

Нормална расподела и нормална крива 
представљају познате математичке моделе на 
којима се заснивају многи статистички поступ-
ци. Познато је њихово својство симетричности, 
као и то да се тачкаста вредност аритметичке 
средине, моде и медијане поклапају, док се краје-
ви или репови расподеле приближавају апсциси 
као хоризонталној асимптоти. Осим тога, треба 
имати у виду да се емпиријска расподела конач-
ног узорка никада не може поклопити са нормал-
ном расподелом, већ јој може бити блиска мање 
или више. Познато је, такође, да модел нормал-
не расподеле адекватно апроксимира неке дис-
кретне расподеле, па се стога може применити 
при проучавању различитих узорака који поти-
чу из истраживања личности, понашања, инте-
лигенције и тако даље (Mitić, 1973). У наведеним 
и разним другим ситуацијама се појаве које су 
дискретне по својој природи (тј. имају коначно 
или пребројиво много вредности) апроксими-
рају нормалном расподелом (чије су вредности 
из R, тј. која има непребројиво много вредно-
сти). Нормална расподела има још много особи-
на и веза са другим расподелама, било преко не-
ких трансформација, било као гранични случај 
(видети у: Jevremović, 2014). 

Дескриптивне визуелне методе статистике 
се сматрају једноставним обликом статистичког 
закључивања, док се статистички тестови сма-
трају напреднијим обликом. Разни графици су 
обавезан део статистичког истраживања. Они 
морају бити правилно конструисани да не би да-
вали погрешну или искривљену слику о подаци-
ма. Визуелне процедуре омогућавају истражива-
чу да доноси закључке о, на пример, нормално-
сти расподеле, иако се они не могу сматрати до-
вољно релевантним. Са друге стране, статистич-
ки тестови представљају поузданију основу при 
статистичком закључивању. Они се сматрају 
објективним, прецизнијим и сажетијим, али се 
не смеју користити ако нису испуњене претпо-
ставке за њихову примену. Комбинација графич-
ких метода и тестова је адекватна у пракси. Ин-
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тересантно је да мали узорци чешће пролазе тес-
тове нормалности, док би се код великих узора-
ка чак и услед малих одступања од нормалности 
извршило одбацивање нулте хипотезе (Ghasemi, 
Zahediasl, 2012; Oztuna et al., 2006). Статистичко 
потврђивање хипотезе нормалности емпиријске 
расподеле узорка се остварује на више начина. 
У наставку ћемо навести често коришћене де-
скриптивне визуелне методе и неке статистичке 
тестове који пружају смернице ка потврди или 
одбацивању хипотезе нормалности узорка. 

Визуелне методе

У првој етапи статистичког истраживања 
добијене податке представљамо у виду табе-
ла и/или графика. Дескриптивна визуелизација 
бројевних вредности узорка даје индиције које 
се могу потенцијално генерализовати као својст-
во читаве популације. Хистограм и QQ график 
су познате дескриптивне визуелне методе које 
су интересантне при сагледавању нормалности 
расподеле. Осим визуелних, постоје и дескрип-
тивне методе нумеричког типа применљиве на 
нормалну расподелу као што су узорачки кое-
фицијенти асиметрије и спљоштености (видети 
у: Jevremović, 2014).

Хистограм. Хистограм представља гра-
фички метод који може адекватно да прика-
же законитости расподеле тако што нумерич-
ке вредности узорка подели на интервале и по-
сматра број елемената узорка који им припа-
дају. Разумевање хистограма је непосредно и не 
захтева обимно познавање статистике. 

Облик хистограма зависи од више факто-
ра. Неки од најбитнијих су обим узорка и број 
коришћених интервала. Ове факторе углавном 
генеришу софтвери који се користе, али није не-
уобичајено да их истраживачи унапред одреде. 
Тиме се неретко јављају грешке које могу да за-
немаре неке законитости узорка. Из ових разло-
га многи одређују оцену густине расподеле об-

ележја на основу узорка. Оваква оцена густине 
расподеле обележја се може видети као непре-
кидна верзија хистограма (Simonoff, 1996). Уко-
лико оваква оцена густине расподеле обележја 
поседује облик звона, може се сматрати да емпи-
ријска расподела узорка има особине карактери-
стичне за нормалну расподелу. 

Дескриптивна статистика нам не даје мо-
гућност да продремо до унутрашње законито-
сти у узорку, али нам описивање пружа поглед 
у унутрашњост, где се скрива њена суштина. Ко-
ристећи друге податке и поступке статистичког 
закључивања, откривамо расподелу обележја на 
узорку, а тиме и на популацији. Ово наглашава-
мо јер дескриптивна визуализација не може да 
представља директну потврду полазне претпо-
ставке да узорак потиче из популације с обеле-
жјем која има нормалну расподелу, већ благи 
наговештај ка том циљу. Коришћењем разновр-
сних графика се стиче интуиција у раду са по-
дацима и указује на правац ка додатним стати-
стичким процедурама које могу да потврде или 
оповргну претпоставку о нормалности.

Као илустративни пример, у софтверу R 
генерисан је узорак величине 100 из стандар-
дне нормалне расподеле. Хистограм на Слици 
1 је настао над тим подацима. Посматрајући га, 
може се уочити облик који има значајно подуда-
рање са моделом нормалне криве (плава). Мо-
гуће је да и друге расподеле буду блиске нор-
малној расподели, па смо у том смислу на гра-
фику представили и криву логистичке расподе-
ле (зелена) са параметром локације нула и па-
раметром скалирања ½ и видели да и он може 
адекватно да моделира податке из узорка. Раз-
лог за то је што крива логистичке расподеле има 
неке сличне особине као и крива нормалне рас-
поделе и због тога се неком објективном мето-
дом (тестом) мора утврдити која расподела боље 
одговара као модел за дате податке (видети у: 
Balakrishnan, 1991). Непрекидна верзија хистог-
рама је приказана на Слици 2.
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QQ график. Као што је већ речено, на об-
лик хистограма утичу различити фактори. Гра-
фичка метода која може да послужи као допуна 
или алтернатива хистограму је QQ график. То 
је график који пореди сортиран узорак са тео-
ријским узорком из неке (не обавезно нормал-
не) расподеле. Уколико те расподеле одговарају 
једна другој, тачке на QQ графику ће практич-
но бити на једној правој линији. Уколико је од-

ступање мало, интуитивно се може сматрати да 
емпиријска расподела узорка прати изабрану, на 
пример, нормалну расподелу. Услед своје једно-
ставности, овај метод се сматра пожељним ала-
том при статистичком испитивању нормално-
сти. Као примери, на Слици 3 представљени су 
QQ графици узорака генерисаних из нормалне 
расподеле (горњи леви график), логнормалне 
расподеле (горњи десни график), Кошијеве рас-

Слика 1. Хистограм над узорком и математички модели нормалне (плава) и логистичке (зелена) расподеле.

Слика 2. Хистограм и непрекидна верзија хистограма.
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поделе (доњи леви график) и униформне распо-
деле (доњи десни график) (Farraway, 2014). У сва 
четири случаја теоријски квантили су узети из 

N(0,1) расподеле. Различити видови одступања 
говоре истраживачу о могућем типу расподеле 
на узорку/популацији.

Слика 3. QQ график над узорком из нормале, логнормалне, Кошијеве и униформне расподеле.

Дијаграм распршености (енг. scatter plot). 
Ако су у узорку редом добијени подаци x1, … xn, 
где је n обим узорка, онда се график који чине 
тачке (i, xi) назива дијаграм распршености. Рав-
номернa распршеност опсервација, односно 
равномерна распршеност уређених парова (i, xi) 
у равни, за i = 1, 2, … n, у односу на праву y=μ је 

индиција о могућој симетричној расподели (си-
метричној око μ). У супротном, нема основа за 
хипотезу нормалности узорка. На Слици 4 лево 
је приказан узорак из нормалне N(0,1) расподе-
ле, док је на слици десно узорак из логнормалне 
расподеле са истим параметрима. 
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Слика 4. Распршеност и груписање узорка.

Тестови нормалности

Нумеричке индиције које могу да стати-
стички оповргну или потврде претпостављене 
нулте хипотезе садржане су у резултатима ста-
тистичких тестова. Уопштено, сваки статистич-
ки тест као резултат даје вредност одговарајуће 
тест статистике и p-вредност теста. Приликом 
примене статистичких тестова неопходно је до-
бро познавање услова применљивости теста, ње-
гове форме и сврхе. Неретко се тестови користе 
на неоснованим претпоставкама, што значи да 
ни добијени „закључци“ не могу бити поуздани. 
Осим тога, често се p-вредности теста погреш-
но интерпретирају или погрешно представљају 
(Vidović, Minić, 2015). У наставку ћемо укратко 
приказати неке статистичке тестове који за нул-
ту хипотезу користе претпоставку да узорак по-
тиче из популације с обележјем које прати нор-
малну расподелу. Тестови нормалности су веома 
осетљиви на величину узорка. При малим узор-
цима, инспекција података претходно предло-
женим визуелним методама је од велике важно-
сти.

 тест нормалности. Пирсонов хи-ква-
драт тест (видети у: Jevremović, 2014) са тест ста-
тистиком 

примењујемо када имамо n опсервација у узор-
ку подељених у k међусобно дисјунктних кла-
са, где је  број опсервација које припадају i-тој 
класи и где је одговарајућа теоријска вероват-
ноћа да опсервација припада i-тој класи у одно-
су на нулту хипотезу нормалности. Чињеница да 
у случају непознатих параметара претпоставље-
не нормалне расподеле, тест статистика има ас-
пимптотску χ2 расподелу са k-3 степени слобо-
де – јесте основа за назив овог теста. Јевремовић 
(Jevremović, 2014) наводи илустративне примере 
примене овог теста. У софтверу R Пирсонов хи-
квадрат тест над узорком се генерише командом 
pearson.test().

Шапиро–Вилков тест. Шапиро–Вилков 
тест (Shapiro, Wilk, 1965) користи тест статисти-
ку,  где су x(i)-те
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уређене статистике (тзв. статистике поретка) 
узорка, је узорачка средина, док су константе ai 
одређене формулом 

( ,

где је m=(m1, ..., mn)
T и очекивана вредност 

i-те уређене статистике из узорка који потиче из 
стандардне нормалне расподеле, и V је коварија-
циона матрица уређених статистика. Утврђе-
но је да је асимптотска расподела модификације 
статистике W нормална расподела, што уједно 
представља и основу овог теста. Сматра се да је 
овај тест применљив и у случају релативно ма-
лих узорака. У статистичком софтверу R Шапи-
ро‒Вилков тест се остварујe командом shapiro.
test().

Андерсон–Дарлингов тест. Андерсон–
Дарлингов тест нормалности (Anderson, Darling, 
1954) користи тест статистику, при чему се сма-
тра да је p(i)=Φ ((xi − )/ ). Оцењени параметри 
локације  и

стандардног одступања  нормалне расподе-
ле представљају узорачке оцене ових парамета-
ра на основу датог узорка. Утврђено је да блага 
модификација емпиријске расподеле тест ста-
тистике A2 конвергира ка нормалној расподели. 
Нормална расподела поседује уске репове, што 
је уједно основа овог теста. Командом ad.test() у 
софтверу R се примењује дати тест на узорку. 

Примена статистичких тестова  
у педагошким истраживањима

Статистичка анализа неизоставна је када 
је потребно доћи до закључака на основу емпи-
ријских података. Статистички показатељи у пе-

дагошким истраживањима не смеју представља-
ти циљ, већ само једно од средстава за проу-
чавање и боље разумевање педагошких појава 
(Kožuh, Maksimović, 2011). У педагошким истра-
живањима срећу се појаве које, иако дискретног 
типа, имају извесне сличности са нормалном рас-
поделом (унимодалност, симетричност итд.), па 
се зато нормална расподела може сматрати адек-
ватним моделом таквих појава. Познато је да ре-
зултати тестова интелигенције прате нормалну 
расподелу. Осим тога, у школама се често при-
мењују тестови знања чији резултати такође пра-
те нормалну расподелу. Из тих разлога, приказа-
ли смо неке од дескриптивних и нумеричких ме-
тода које служе за потврђивање хипотезе о нор-
малности расподеле обележја одакле подаци по-
тичу. Неопходно је и истаћи тезу о коректности 
теста знања на основу нормалности расподеле 
резултата. Потврда о нормалности резултата тес-
това знања пружа доказе о њиховој ваљаној кон-
струкцији. Тиме желимо да истакнемо велики 
значај нормалне расподеле, а самим тим и стати-
стичких тестова са нултом хипотезом нормално-
сти у педагошким истраживањима.

Предмет овог рада је примена статистич-
ких метода у истраживањима педагошког карак-
тера. За потребе истраживања као илустративни 
пример користили смо податке постојећег ис-
траживања који се односе на испитивање нивоа 
знања ученика у почетној настави геометрије 
(видети у: Praskić, Praskić, 2019). 

Истраживање је спроведено на узорку 
који чини тридесет ученика четвртог разреда 
ОШ „Алија Наметак“ из Зенице. Испитаницима 
је понуђен тест са пет задатака, које су решава-
ли индивидуално. Бодовањем појединачних за-
датака добија се збирни резултат за сваког уче-
ника посебно, а који је највише могао бити два-
десет пет. Подаци су представљени у Табели 1.
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Табела 1. Резултати теста из геометрије.
Редни бр. Број поена Редни бр. Број поена Редни бр. Број поена

1. 15 11. 16 21. 7

2. 19 12. 20 22. 6

3. 6 13. 18 23. 14

4. 22 14. 17 24. 12

5. 6 15. 9 25. 19

6. 23 16. 14 26. 15

7. 18 17. 14 27. 14

8. 20 18. 17 28. 16

9. 22 19. 13 29. 17

10. 16 20. 23 30. 13

На Слици 5 приказане су визуелне методе 
примењене над наведеним узорком.

Слика 5. Хистограм, QQ график и дијаграм распршености узорка.

Уколико посматрамо хистограм и криву 
коју образују подаци, уочићемо да расподела 
података има сличности са поменутим обликом 
звона, који указује на нормалну расподелу. 

Подаци приказани на QQ графику распоређени 
су дуж праве, без значајних одступања од ње, те 
потврђују претходно тумачење хистограма. На 
крају, осврнућемо се на график распршености, 
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где се јасно види равномерна распршеност 
узорка без тенденције груписања. 

Хистограм, QQ график и дијаграм распр-
шености нас интуитивно наводе на закључак да 
можемо да сматрамо да узорак потиче из распо-
деле која се може добро апроксимирати нормал-
ном расподелом.

Табела 2. Вредности тестова нормалности  
                  над подацима.

Вредност тест 
статистике

p-вредност

Пирсонов хи-квадрат 
тест

6.0345 .3029

Шапиро–Вилков тест 0.95403 .2325
Андерсон–Дарлингов 

тест
0.45287 .2529

Над генерисаним подацима примењена су 
сва три наведена теста нормалности: Пирсонов 
хи-квадрат тест, Шапиро–Вилков тест и Андер-
сон–Дарлингов тест. Приказани подаци у Табе-
ли 2 за сва три теста показују р-вредност већу од 
одабраног прага значајности 0.05, што нам даје 
основу да можемо статистички да потврдимо 
нулту хипотезу нормалности узорка. 

На основу наведених информација може се 
закључити да ниво знања ученика из геометрије 
не одступа од нормалне расподеле, што се сматра 
коректним у пракси. Напоменимо да је ниво 
знања високо корелисан са интелигенцијом, која 
представља обележје са нормалном расподелом, 
што и доводи до „нормалне“ расподеле резултата 
на тестовима / писаним задацима. 

Закључак

Адекватно тумачење и интерпретација ре-
зултата статистичких тестова неопходан су пред-
услов за доношење валидног закључка у оквиру 
истраживања. Многе статистичке методе које се 
користе претпостављају да се узорак сматра ко-
ректним делом популације са нормалном распо-

делом. Основни корак при оваквој анализи јесте 
потврда или оповргавање хипотезе нормално-
сти, што је могуће урадити визуелним и нуме-
ричким методама. Овај рад не представља при-
каз свих метода и техника које могу да послуже 
при потврди нормалности, али може да има зна-
чајну улогу на овом путу. Циљ рада је да се ука-
же на одређене предности и недостатке ових ме-
тода, али и на неопходну симбиозу статистичког 
закључивања и критичког размишљања.

Визуелне методе представљају непосред-
ни облик статистичког закључивања, будући да 
не захтевају обимно знање из статистике. Уко-
лико подаци визуелно задовољавају услове нор-
малности расподеле, наредни корак никако не 
би смео бити доношење закључка, већ даље от-
кривање законитости на узорку. Са друге стра-
не, статистички тестови превазилазе недостат-
ке визуелних метода (посебно фактор субјек-
тивности при интерпретацији графика), али и 
носе одређене опасности уколико се њихови ре-
зултати погрешно тумаче. Осим тога, као што је 
већ наведено, неопходно је посебну пажњу по-
светити и обиму доступног узорка, услед вели-
ке осетљивости неких тестова при малом обиму 
узорка.

Као крајњи закључак истиче се неопходна 
кореспонденција између визуелних и нумерич-
ких метода при потврђивању или одбацивању 
статистичких хипотеза. Нарочито је значајно 
истаћи заједничку примену ових метода у ис-
траживањима педагошког карактера, где се не-
ретко срећу појаве у којима нормална расподела 
представља њихов адекватан модел. Заснивање 
закључака искључиво на визуелним или искљу-
чиво на нумеричким методама може да доведе 
до погрешних резултата. Уколико се закључи да 
узорак потиче из популације с обележјем које 
прати нормалну расподелу, остварена је почет-
на претпоставка за примену статистичких мето-
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да које су од интереса за истраживача. Примери таквих метода су т-тест, ANOVA и тако даље (видети 
у: Jevremović, 2014).
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Summary
Statistics plays an important role in describing the results of various research. The basic role 

of statistical reasoning is to enable generalizations valid for the entire population to be made on the 
basis of certain quantitative characteristics of the sample. Various statistical procedures are used 
for this purpose, among which those for which the normality of distribution is the null hypothesis 
are very common. This paper provides an insight into the statistical techniques most commonly 
used in pedagogical research, which serve as a guide for the researcher in confirming or rejecting the 
null hypothesis about the normality of the distribution of the population characteristics based on a 
simple random sample. These are commonly known descriptive methods that allow the researcher to 
statistically confirm the normality of the characteristics of the entire population. 

The first part of the paper describes the most commonly used visual methods: histogram, QQ 
graph, and scatter diagram, pointing out their advantages and disadvantages, but also the interrelation 
and a complementary role in drawing conclusions.  Statistical tests are described as well: Chi-square, 
Shapiro-Wilk and Anderson-Darling tests, the application of which contributes to the discovery of the 
essence, which is not possible only by applying visual methods. The correctness of statistical inference 
is always conditioned by the adequate application of the selected methods and techniques. The aim 
of this paper is to present the application of statistical methods in determining the normality of the 
distribution of the features of empirical pedagogical research. 

Кeywords: statistics, analysis, normal distribution, visual methods, normality tests.
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Прилог 1

Линије кода софтвера R примењене у раду

x <- rnorm(100)
xfit<-seq(min(x, max(x),length=40)
yfit<-dnorm(xfit,mean=0,sd=1)
zfit=dlogis(xfit, location =0, scale=1/2)
hist(x, xlim=c(-5,5), col=rgb(1,0,0,0.5) , xlab=” “, ylab=” “, main=””, prob=TRUE )

lines(xfit, yfit, col=”blue”, lwd=2)
lines(xfit, zfit, col=”green”, lwd=2)
par(mfrow=c(1, 2) )
hist(x, xlim=c(-5,5), col=rgb(1,0,0,0.5), xlab=” “ , ylab=” “ , main=””, prob=TRUE)
lines(density(x),add=TRUE)
plot(density(x),xlim=c(-5,5),xlab=” “, ylab=” “, main=””)
plot(x,xlab=” “, ylab=” “, main=””)
plot(xe,xlab=” “, ylab=” “, main=””)
plot(xc)
xn=rnorm (50)
xe=exp (rnorm (50))
xc=rcauchy (50)
xu=runif (50)
par(mfrow=c(2, 2))
qqnorm (xn)
qqline(xn)
qqnorm (xe)
qqline(xe)
qqnorm (xc)
qqline(xc)
qqnorm (xu)
qqline(xu)
par (mfrow=c(1, 1))
y=c(17,18,4,19,13,15,11,18,15,10,19,15,20,11,9,15,16,21,20,18,7,8,12,15,8,21,11,18,12)

pearson.test(y)

shapiro.test(y)

ad.test(y)


